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Motivacion

Si estamos interesados en la influencia o efecto de algunas variables x sobre alguna variable y, y asumiendo una
relacion lineal, se puede estimar el siguiente modelo de regresion lineal multiple (RLM):

p
Yi = Po + Zﬁkﬂfik T U;
k=1

Aqui ¢ representa una unidad de observacién espacial (bloques/manzanas, barrios, comunas, ciudades, regiones...)

Como sabemos, uno de los supuestos del modelo de RLM es que la relacidén entre las ¢ y y es estacionaria

Efectos (3's) estacionarios
e |os coeficientes 8 no cambian a través del tiempo ni el espacio
e en estadistica espacial, estacionariedad equivale a la homogeneidad de un efecto o, lo que es lo mismo, a que un proceso
funciona igual independientemente de donde se observe el proceso

El supuesto de estacionariedad de los B puede ser débil, y es posible preguntarnos si las x afectan a y en forma diferente
dependiendo de la localizacidon geografica analizada

En este tema, se va a analizar la desigual distribucion espacial en la relacidén entre dos o mas variables x y y. El método que se
va a cubrir intenta modelar la heterogeneidad espacial, esto es la Regresion Geograficamente Ponderada o Geographically
Weighed Regression (GWR)



Especificacion de una GWR

La GWR fue propuesta por Brunsdon et al. (1996) y tiene como objetivo estimar los 8 en cada localizacién ¢, usando los
centroides de los poligonos de los datos utilizados. El modelo tiene la siguiente estructura:

p
Yi = Bio + Z Birxir + w;
k=1

donde f3;,, es la realizacién local de 3, en la localizacion ¢

Visualmente seria:
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La GWR es una evolucion de la regresién por minimos cuadrados ordinarios (MCO) y aflade un nivel de sofisticacién al modelo al
permitir que las relaciones entre las variables independientes y dependientes varien segun la localizacion


https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.1538-4632.1996.tb00936.x

Especificacion de una GWR

Los coeficientes de regresion son estimados para cada localizacién independientemente por minimos
cuadrados ponderados. La matriz de ponderacion es una matriz diagonal en la que cada elemento
diagonal w;; es una funcion de la localizacién de la observacion. La matriz de coeficientes estimados tiene

la forma:
B(i) = (X' W(i)X] ' X W (i)y

donde W (i) = diag|wi(%),...,w,(¢)] es la matriz diagonal de pesos que varia en cada localizacién i. La matriz de
ponderaciéon da mas valor a las observaciones que estan cerca de i ya que se supone que las observaciones cercanas se
influyen mutuamente mas que las lejanas (ley de Tobler)

El modelo basico de regresion MCO es s6lo un caso especial del modelo GWR, en el que los coeficientes son constantes en el
espacio

Al estimar una GWR hay que tener en cuenta tres principales aspectos:
e la funcion de densidad kernel que asigna las ponderaciones w;;
el ancho de banda (bandwidth) h de la funcién, que determina el grado de decaimiento de la distancia
e a quién considerar como vecinos



Funcion de densidad kernel y ancho de banda h

La funcidon de densidad kernel determina el peso asignado a las unidades vecinas
Existen varias funciones de densidad que se pueden utilizar, las mas comunes son:

e |a funcién ponderada Gaussiana:

donde d;; es la distancia entre la localizacién 7y j, y h es el ancho de banda

92 2
a2

e |a funcion bicuadrada

e |a funcidn tricubica:




Funcion de densidad kernel y ancho de banda h

Escoger la funciéon de ponderacion también implica escoger el ancho de banda h. Existen diferentes formas de hacer esto, pero
resaltan dos métodos comunmente utilizados: el método cross-validation (CV) y la minimizacién del criterio de informacién de

Akaike (AIC)

e CV
En este método se intenta encontar la A que minimice la CV. La idea es minimizar la suma de los errores al cuadrado en

todas las localizaciones 7, y se llega a un ancho de banda éptimo. El CV toma la forma:

CV = [y —9.4(8)

donde gj#i(ﬁ) es el valor estimado de y; con la observacién diferente al punto 2

e AIC
Minimizaciéon del AIC

El procedimiento de estimacion del modelo GWR implica:
1. el ancho de banda kernel es estimado por CV o AIC
2. Los ponderadores son calculados utilizando alguna de las funciones de densidad
3. los coefcientes de regresion son estimados en cada localizacién 2



Multicolinealidad

e Un problema con el modelo GWR es la correlacion con los coeficientes estimados, parcialmente debido a la colinealidad en las
variables explicatorias de cada modelo local

e El problema de multicolinealidad surge ya que se estan usando valores de las variables explicativas en cada modelo local que son
muy similares ya que son cercanas en el espacio, y al utilizar un ponderador similar para las observaciones cercanas, se esta
intensificando la similaridad entre las variables explicativas

e La multicolinealidad de las variables explicatorias localmente ponderadas puede llevar a potencial fuerte dependencia en los
coeficientes locales estimados. Esta fuerte dependencia en los coeficientes estimados hace que la interpretacién de los
coeficientes individuales sea, en el mejor de los casos, tenue, y en el peor, engafiosa

e Otro aspecto de la multicolinealidad es que en modelos lineales las varianzas de los coeficientes se inflan. Varianzas infladas en
los coeficientes de regresidon asociada a la colinealidad local en el modelo GWR puede llevar a sobreestimaciones de las
magnitudes del efecto de las covariables y a la inversion del signo de los coeficientes, lo que puede dar lugar a interpretaciones
incorrectas de las relaciones en el modelo de regresion

e Otro problema del modelo GWR son los errores estandar asociados a las estimaciones de los coeficientes de regresion. Los
calculos del error estandar en el modelo GWR son sélo aproximados debido a la reutilizacion de datos para la estimacion de
parametros en multiples ubicaciones y debido al uso de los datos para estimar tanto el ancho de banda del kernel con validacion
cruzada como los coeficientes de regresion

e Ademas, como ya se ha indicado, la colinealidad local puede aumentar las varianzas de los coeficientes de regresion estimados.
Este problema con los errores estandar indica que los intervalos de confianza de los coeficientes GWR estimados son sélo
aproximados y no son exactamente fiables para indicar los efectos estadisticamente significativos de las covariables y la seleccion
de modelos



GWR restringido

e Los problemas derivados de la colinealidad pueden resolverse limitando la cantidad de variacion de
los coeficientes de regresion

e En el caso del modelo GWR, se han propuesto dos versiones de métodos que logran este objetivo:
geographically weighted ridge regression (GWRR) y el geographically weighted lasso regression (GWL)

e Estas técnicas son basadas en las regresiones ridge y lasso, y los métodos funcionan penalizando la
regresion para limitar la variacion de los coeficientes. En ambos casos, se introduce una restriccion en
el tamano de los coeficientes de regresion

e Los coeficientes de la regresidn ridge minimizan la suma de una penalizacién sobre el tamafio de los
coeficientes al cuadrado y la suma de los residuales al cuadrados

e Los coeficientes del /asso minimizan la suma del valor absoluto de los coeficientes y la suma de los
residuales al cuadrados

e Tanto en la regresion ridge como en el lasso, es practica comun centrar la variable de respuesta, y
centrar y escalar las variables explicativas para que tengan varianzas unitarias (estandarizar las
variables), porque los métodos dependen de la escala



GWR multi-escala (MGWR)

e En un modelo GWR estandar un sélo ancho de banda o bandwidth es determinado y aplicado a cada variable explicativa.

e Sin embargo, en la realidad puede suceder que las relaciones en algunos procesos espacialmente heterogéneos operen
sobre escalas mas grandes que en otros

e En este caso, la escala de no estacionariedad de la relacién determinada por una GWR estandar puede subestimar o
sobrestimar la escala de las relaciones individuales entre la variable dependiente y las explicativas

e Para abordar esta limitacion del GWR estandar, un GWR multi-escala (MGWR) puede ser usado (Yang 2014; Fotheringham,
Yang, and Kang 2017; Oshan et al. 2019) = Este modelo determina el bandwidth para cada una de las variables
explicativas, permitiendo asi que varien las relaciones individuales entre Y y cada X
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e Trabajos recientes han sugerido que el MGWR deberia ser el GWR por defecto (Comber et al. 2022), utilizandose un GWR
estandar sélo en circunstancias especificas


https://research-repository.st-andrews.ac.uk/bitstream/handle/10023/7052/WenbaiYangPhDThesis.pdf?sequence=3%26isAllowed=y
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/24694452.2017.1352480
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/24694452.2017.1352480
https://www.mdpi.com/2220-9964/8/6/269
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1111/gean.12316

Ejercicio aplicado en R

En este ejercicio se van a utilizar los datos de Columbus, una ciudad en el estado de Ohio en Estados Unidos. La idea
es analizar los efectos del ingreso y el valor de la vivienda sobre el nivel de crimen a nivel de barrio.
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* Descripcion de los datos
e Cddigo
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